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A Commutative Moufang Loop (CML) E is centrally irreducible when it may not be written 
as a product A l H of two subloops with A c Z(E) and hl< E. In the finite case, the 
c-irreducibility means that (P(E) 3 Z(E). We shall study particularly the case of the CMLc3)‘s, 
or exponent 3@ML’s, which are known to yield an algebraic description of Hall triple systems. 
For any s 3 6 as well as for s = 4 one can construct ac-irreducible CML,,, of order 3” but there 
exists only one non-abelian C*,, of order 35 and it is c-reducible. Besides if I,,, dehols:s the 
free c&,3) on n elements with n ~3, then for any s z n such that 31L,,_,I~3~ slL,,i there 
exists at least one CM&, of order 3” and any such CML is c-irreducible. Moreover several 
results and conjectures will be stated concerning the central series of free CML’s. 
Une M-boucle finie E est centralement irr&ductible (ou c-irrt5ductible) lorsque sa sous-boucle 
de Frattini contient son centre: @(E) 3 Z(E); ceci signifie qu’il n’existe aucune d&composition 
de E sous forme d’un produit A l H de deux sous-boucles avec A c Z(E) et (HI < IEI. Nous 
&udierons tout particuli&rement le cas des M&oucles (M-boucles d’exposant 3) qui, nous le 
savons, sont une description algebrique des syst&mes triples de Hall. La recherche des 
M,-boucles d’ordre 3” don& se ram&e a l’btude de celles qui sont c-irreductibles, les autres 
&ant procluit direct A@H d’un 3-groupe ab&lien Umentaire A par une A&-boucle H d’ordre 
3’ oti t <s, A l’ordre 243 = 35 apparait une situation exceptionnelle: il n’existe qu’une seule 
MS-boucle non aslienne d’ordre 243, et elle est c-rtductible, tandis que pour tout s 366-06 
m&me pour s = 4- l’on sait construire une M+oucle c-irrbductible d’ordre 3”. Par ailleurs 
l’itude du caract&re d’irrbductibilit& centrale permet de pr&ziser les positions respectives d’un 
certain nombre de sous-boucles remarquables. Dans la MS-boucle libre L,, en n g&&ateurs, 
n L 3, l’avant-dernier terme # L,, de la suite centrale montante coincide avec la sous-boucle 
d&iv&e: Z,_,(L,,) = S(L,,), et l’on peut conjecturer (?) que l’on a de mQme: Z(L,,) = Cs”-*(L,,), 
dernier terme non nul de la suite centrale descendante-cette bgalitb sera 6tablie ici pour n 64. 
Nous montrerons en outre que si n s 3, pour tr = 3” avec 3” S u 6 l&l il existe au moins une 
M&oucle de dimension n et d’ordre 11: e-t !ciisyue 3 * lL,,_lj~ t) une relle boucle est 
necessairement c-irr&ductib!e. 
1. Introduction 
1.1. Les bodes de Moufang commututiues (ou M-boubles) sont des 
genkalisations des groupes abClians (voir [9]): la commuta~~vit& l’existence d’une 
unit6 1 et celle d’un inverse x-’ associd B chaque ClCment x sont conseM%, mais 
l’associativitb de la loi x l y est remplake par les deux identitbs uivantes: 
x-l . (x . y) = y, et (x 0 y) 9 (x 9 2) = x2 l (y * z) 
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de E’ (i.e. sous-boucle contenant out associateur de forme (x, y, h) pour x et y 
dans E et h dans H). Si A Q E et HC E, alors A l N< E. La sow-bode &riud!e 
de E, soit E’ = B(E), est la sous-boucle ngendrbe par less associateurs. La centre 
(associatif) Z(E) est l’ensemble des Clhents z de E pour lesquels (x, y, z) = 1 
identiquement. 
La sous4owZe de Fruttini e(E) est formee des Uments de E qui appartien- 
nent B toute sous-boucle maximale. On designera par #*(E) Za sows-bode 
engen&!e pat les sous-bowles nom&s minimales. Chacune des sous-boucles 
9(E), Z(E), Q(E) et Q*(E) est normale. 
1.4. On dira qu’une Wboucle E, iinie ou infinie, est centrulement rkductible (ou 
c-r6ductible) si E peut s’hire sous forme d’un produit de deux sous-boucles A et 
H, soit E = A l H, avec A c Z(E) et H q E. Plus particuli&ement s’il existe une 
telle dkomposition avec en sus A n H = (1) nous dirons que E est centrulement 
factorisable, ou c-fuctorisable; le produit est alors direct: E = A x H. Enfin, E sera 
dite ‘c-ir&ductible lorsque E n”sst pas c-r&ductible, et ‘non c-factorisable’ 
lorsque E n’est pas c-factorisable. Ces deux notions sont Cvidemment un impor- 
tant outil de classification des M-boucles de petite cordinalitk. EEles vont en outre 
permettre de prkiser les positions respectives des sous-boucles remarquables 
9(E), Z(E), @(E) et @*(E). 
2. W&es d?rr6ductibilit~ et de factorisabilit&i cent&es 
2.1. Dans toute la. suite, E dksigne une M-boucle. En toute gh6ralitk nous 
savons que B(E)c @(E) et que @“(E&Z(E) (cf. [4j). Trks prkiskment @(E) 
est formee des &ments de E dont l’image canonique dans le groupe abklien 
g = E/B(E) appartfent B tout sous-groupe d’indice premier, tandis que a*(E) est 
la sous-groupe de Z(E) constitu6 par les produits d’klkments d’ordre premier. 
2.2. On sait en outre l’ensemble 8(E) des x3 pour x parcourant E est un 
sous-groupe de Z(E j (voir [8]). 11 en rksulte que, si E es? finie et si G(E) (resp. 
H(E)) est I’ensemble des &nents de E d’ordre premier ir 3 (resp. une puissance de 
3), alors E est produit direct de G(E) et de H(E): ( 
E = G(E) l H(E) et G(E) n H(E) = (1). 
En outre G(E) c Z(E), et IH( est une puissance de 3 (voir [S]). 11 en r&ulte 
que route M-boucle jinie c-i&ductible est d’ordre une puissance de 3. 
2.3. bmme. Soit N une sow-boucle de type finie de Q(E). Si N <1 E et si H 3 E, 
alors N l WgE. 
Preuve. Si N U H engendrait E, alors H engendrerait E (voir [4]). 0 
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2.4. ‘Et&or&me. Si E esf c-irr6ductible. Qi(E) 3 Z(E). Inuersement si Qz(E) esb de 
type fini et contient Z(E), alors E est im?ductible. 
have. S’il existe une sous-boucle maximale W et un &ment central z n’appar- 
tenant pas B H, alors E est c-rkductible puisque (z) l H = E, en designant par (z) 
la sous-boucle ngendrtk par z. Supposons inversement que @(E) soit de type fini 
et wntienne Z(E); si E admettait une dkcomposition de forme E = A l H avec 
A c Z(E) et H g E, alors puisque A c G(E), nous aurions Q(E) l H = E, con- 
tradictoire avec le lemme pr&dent. Ainsi E est c-irrkductible. 0 
2.5. Corohhe. Parmi ks M-boucles de type fini, les c-irrt?ductibZes sont 
caractkis6es pat I’inclusion Q(E) 3 Z(E). 
Remargue. II existe des M-boucles c-reductibles avec pourtant @ 32; les p- 
g,-oupes de Priifer GP = Z(p”) en fournissant des exemples puisque @(G,) = Gr = 
Z(G, 1. 
2.6. Proposition. Si E est non c-factorisable, alors 43(E) 3 (P*(E). 
Preuve. Si @(E) $ a*(E), alors il existe ur. Clement central z d’ordre premier p 
et une sous-houcle maximale H qui ne contient pas z. L’intersection (z, n H ne 
peut &e d’ordre p car alors z serait dans H, done (z) n H = (1). De ce fait E = (z) - H 
est c-factorisable. D 
Remarqoe. La rkiproque est fausse, meme pour les M-boucles finies; dans le cas 
d’un groupe cyclique C d’ordre p” oti p est premier, @(C) est le sous-groupe d’ordre 
p. done Q(C) 1 q*(C) d&s que n a2, pourtant C est factorisable. 
2.7. ‘Ilkorkme. Soit E une M-boucle finie. 
(i) On pew krire E sous forme d’un produit direct E = A l I, avec A n I = { 1) et 
A c Z(E), le sous-boucle 1 &ant non c-factor&sable. 
(ii) Zl est e’galement possible de dkomposer E en un produit non rukessairement 
direct E = B l J avec B c Z(E), la sous-bode J &ant c-irr4ductible. 
Note. Pour obtenir de telles decompositions de E, il suffit 
2.2. de decomposer la ‘3-composante‘ de I?, Yest-a-dire 
dlt.-*ents d’ordre une puissance de 3. 
avec les notations de 
l’ensemble H(E) des 
??reuve. Pour dcmontrer (i) choisissons une sous-boucle I de E qui soit d’ordre 
minimum parmi les sous-boucles pour lesquel4es il existe un sous-groupe A de 
Z(E) avec E = A - I et A n Z = { 1). On veritie que 1 n’est pas centralement 
facwrisahle: dans le cas contraire, nous aurions F = B l hi oh B c Z(I) avec 
lHl< 121 et B n H = { 1). Mais alors E serait produit direct de A l B par H. En 
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outre, x et y &ant deux 614ments de E, si x = a 1 9 x’ et y = 432 l y’ avec al et a2 
dans A et X’ et y’ dans I, nous aurions (x, y, b) = (x’, y’, b) = 1 pour tout Urnat b 
de B, de sorte B cZ(E); par suite A . B c Z(E). Ceci est contraire & la 
minimalit de l’ordre de I. 
La preuve de (ii) s’obtient par un raisonnement semblable n prenant pour J une 
sous-boucle d’ordre minimum parmi celles pour lesquelles il existe une sous- 
groupe B du centre tel que E = B l J. 0 
Remarque. Les proprietes qui p&&dent ont des analogues en th6orie des 
groupes. Soit G un groupe fini. Disons que G est centralement reductible si G 
peut se mettre sous la forme d’un produit (non necessairement direct) G = A l H 
oh A est un sous-groupe abelien de G, W un sous-groupe de G, avec H# G et 
[A, H] = (1). On vkrifie aisement que la centrale r6ductibilite peut s’exprimer par 
le fait que le sous-groupe de Frattini ne contient pas le centre. Tout groupe fini se 
dkompose en produit d’un sous-groupe ab6lien contenu dans le ccntre et d’un 
sous-groupe centralement irr6ductible. Ces notions Mmentaires ne sont guere 
6tudiees: toute tentative de classification des groupes de petite cardinalit 
kessite un outillage beaucoup plus sophistique que celui que nous meltons en 
place ici pour les M-boucles. Sommairement parlant il y a beaucolrp mains de 
M-boucles que de gpoupes, comme le montrent les quelques resultats dont nous 
disposons concernant les M-boucles d’ordre 3” avec s G 7. 
3. Gas des M-boudes de dasse 2 et des 3-M-boudes 
3.1. Soit E une M-boucle. On dire que E est de classe 2 lorsque 9 (E) c Z(E). 
Par ailleurs on dira que E est une 3-M-boucle si chaque Ument de E a pour 
ordre une puissance de 3, i.e. si pour chaque x de E il existe un entier positif n 
pour lequel X3” = 1. Rappelons que les M3-boucles rbpondaqt B une propriete plus 
particuli&re, B savoir ;? = 1 pour tout x. 
3.2. propositit801s. Si E est une 3-M- bode, alors @(E) = 9 (E) = O(E). Plus 
particulihrement lorsque E est lane M,-boucle nous avons Q(E) = 9(E) et G”(E) = 
Z(E). 
Preuve. Si E est une 3-M-boucle, alors toute sous-boucle maximale est normale 
et d’indice 3, done @ fE) = 9(E) l 8(E) ( voir [4]); en outre a*(E) est iiz: constitui: 
des elements d’ordre 3 ou 1 du centre. Dans le cas ob E est d’erposant 3, alors 
8(E) ={l) et tout element de Z(E)\{11 est d’ordre 3, ce qui suffit pour 
conclure. q 
3.3. Corollaire. Si E mt une 3-M- boucEe finie, on a 6quiuaIeuce entre :
(i) @(E) = Z(E), et 
(ii) E est de classe 2 et c-irre’ductible. 
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Reuve. Compte tenu du fait que l’inclusion: B(E) c Z(E) est verifibe dans toute 
M-boucle, le fait qu’une 3-M-boucle E soit de classe 2 peut se traduire par: 
G(E) c Z(E). Or, pour qu’une M-bouc!e finie soit c-i&ductible, il faut et il suRt 
que <p(E) 3Z(E), d’oti I’hquivalence annoncee. 0 
3.4, ‘Ilk&me. Si E est une M3-bade yinie ou infinie) les trois assertions 
suiuantes sont &piuaZentes : 
(i) E est c-irrductible. 
(ii) E esr non c-factorisable. 
(iii) 9(E) 3 Z(E). 
Preuve. Une M-boucle c-factorisable est hidemment c&ductible, done (i) 
entraine (ii). En outre (ii) implique @(E) 3 Q*(E), qui n’est qu’une rhhiture de 
(iii) dans la cas d’une M3-boucle. Montrons B p&sent que, si E est c-reductible, il 
existe un ClCment central z qui n’appartient pas h 9(E) = @(E)-m qui ttablira 
que (iii) implique (i). Supyosons done qu’il existe A < Z(E) et H S E pour 
lesquels E = A . I-t Comme E est d’exposant 3, A est un 3-groupe abClien 
616mentaire de sorie que tous sous-groupe de A est ‘facteur direct’ dans A. En 
particulier il existe un sous-groupe C de A tel que A soit produit direct de C et 
de A n H. Nous avons C n f-I c C n(A n H) = { 1). Tout &ment x de E s’&rit 
X = a l tt avec a E A et h E If, eti il existe c E C et h’ E A n H tels que a = c l k’, 
done x = (c l It’) l ft = c l (It’ l hk C l H (notons que (c, It’, h) = 1 puisque 
c E Z(IZD. Ainsi E est produit direct de C et de If. Puisque H# E, il existe dans C 
un element non nul z Comme Cc A c Z(E), t est un 616ment central. En outre, 
C ktatit un Sgroupe abelien 6lhentaire, i: existe un sous-groupe maximal B de 
C qui nc wntient pas t. Or B 9 H est alors manifestement unc sous-boucle 
nraximale de E-a fait E est produit direct des trois sous-boucles (z), I3 et H, et 
t est d’ordre 3. II en r&he clue B 9 H contient @(E) = 9(E), de sorte que z ne 
peut appartcnir h 9(E). 0 
4. Un pro&k de construction de M&oudes centralement irhductibk 
4.1. On sait (voir [ 151 par exemple) quc toute A&-boucle de type fini est finie et 
ci ‘ordx une puissance de 3. Si 1‘011 veut etudier Bes I&boucles d’ordre 3” donrk, 
(h- dih~puera: 
-d ._:le part les w6ductihles. i.e. les prodws directs d’un 3-groupe abblian 
&htlentair~ par une M&oucle d’ordre 3’ avw t c s. 
- d’autrc part Its c-irr3ductibles. caract&ist?es pw l’inclusion 9(E) 3 Z(E). 
A I’ordrc 233 = J5 apparnit une situation exccptionnelle: 
4.2. ‘liMotime. I1 existe IJW se& A&-bow& mwt abdliewte &or&e 243, et cette 
M-bouclc es? c-rkhctiblz. Par corm pour tout s ‘or 6-0~ m8me pour s = 4--iI existe 
cI :! woirts we M.3- bow/e irrckhctible &or&e 3’. 
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La &boucle libre en trois gen6rateurs LB, est d’ordre 81= 34, et elle ne 
saurait se decomposer en produit direct d’un 3-groupe abelien &nentaire et 
d’une M&oucle H d’ordre ~27, car H serait alors associative. Par ailleurs, nous 
avions montr6 [3] que la seule A&-boucle d’ordre 243 est le produit direct de L3 
par & (groupe cyclique d’ordre 3). Mais la fabrication de A&boucles irreductibles 
d’ordre arbitraire 3” B 729 va necessiter quelque preparation. 
4.3. Soit S un ensemble dont nous noterons les 6lements ous forme e, pour i 
variant dans un ensemble d’indice I. Nous appellerons 3-patie de S toute partie 
de 3 elements de S. Disons qu’une famille s de 3-parties de S constitue un 
3-recouwwtent univoque de S si, pour chaque +, il existe au moins une paire 
d’elements de S, soit {ej, ek}, telle que (4, er, ek} E ZF et que, par contre, pour tout 
cl # q, on ait {et, er, et) 4 s 
Exempbs. (a) S={l,2,3,4, S}, 5F={{l, 2,3}, {3,4,5}}. 
(b) Meme ensemble S et s ={(l, 2,3}, (2,3,4}, (1,4,5}} 
4.4. Lemme. Si E est une Mj-bode de chsse 2 poddent un sysdme ghhteur 
fini S = (4 1 i E t} da?tS lequel les 3-parties {ei, ei, ek} ue’rifiant {q, ej, ek} # 1 con- 
stituent un 3-recouowment uniuoque, aloes E est c-irductible. 
Note. Si (e, ej, ek) = O! # 1, alors pc ur toute permutation 
(jl ;, :> 
des trois indices i, j, k nous aurons (ei ,, ej,, ek ,) = (Y ’ avec E = f 1. Ainsi le fait que 
l’associateur soit non nul ne depend quc de l’ensemble (e,, ej, ek} des trois facteurs 
et non de leur ordre, ce qui en&e toute ambiguite a la definition du 3- 
recouvrement. 
Convention. Nous supposerons I muni d’un ordre total don&; si chaque ni est un 
6lCment de IF3 = (-1, 0, 1}, nous ddsignerons par niEI e;( le produit: 
les ik &ant les elements de J ranges dans l’ordre croissant. 
Preuve du Lemme 4.4. Tout Clement z de E est congru modulo E’ = e(E) B urk 
produit de forme niEI ef’l, chaquc ni etant dans IF,; soit done z = (ni,, e>) 9 y avec 
y E a(E). Comme E est de classe 2, nous savons que y E Z(E), et en outre nous 
avons l’identite: 
(x ’ y, u, 4 = (JI, u, 4 . (y, 4 u) 
(voir [S] ou [9]). Pour chaque i E .I considerons une paire {e,, ek} d’elements de S 
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v&ifknt (q, ei, ek) = a# 1 et 
de l’associateur vis & vis du 
z E Z(E), alors (z, ei, ek) = 1 
pour tout q E S \(e,}, (q, ejB ek) = 1. Par distributivite 
produit, (t, ej, ek) = at’+. Si danc nous supposons que 
de sorte que ni = 0 pour chaque i; ainsi dans ce cas , 
z = 71 EG(E). Nous awns montre que Z(E)c e(E), condition nkessaire et 
sufisante pour que E soit c=irr6ductible, cequi achbve la d&monstration. c] 
buve du ~&or&mje 4.2 (c&ewe C’unt” MJ-boucie idductible &or&e 3*+* pour 
chaque n 3 5). Si n B 5, l’ensemble 1, = { 1,2, . . . , n} admet au moins un 3- 
recouvrement hvoque. En effet si it 2 2k + 1 il wffit de prendre pour Eamilie de 
3-parties: 
(1,2.3), (3,4.5), 9 l k , (2i - 1,2i, 2i + l), (2i + 1,2i + 2,2i + 3}, 
. . . . {2k-1,2k,2k+l}. 
Si n = 2k + 2, il suffit d’atijoindre h la famille ci-dessus la 3-partie {1,4,2k + 2). 
Supposons choisi pour la suite un 3-recouvrement univoque Fn de I, pour lequel 
( 1.2.3) E 9”. Soit E(,, 2) . l’objet libre en n g&kateurs et, e2, . . . , e,, dans l’espke 
de structure des i&-bowles de classe ~2. Posons etik = (ei, ei, ek). Pour toute. 
sous-houcle normale N dlz Lt,,,2, vhifiant: 
eiike N e Ii, i, kM *,,, 
le quotient L c,,,2,/N sera c-irr6ductible. Soit A la famille d’&ments constitukc: 
d’une part, par les e iik pour lesquels {i, j, k} $ S,,, d‘autre part, par les e& l eijk 
pour i c j <. k et {i, j, k}~ S,,. Comme A c 9(L,,,,2,) c .Z&,,,,), la sous-boucle N 
engendrCe par A est contenue dans le centre et done normale. Le quotient 
E = L&N a pour sous-boucle dhivee la sous-houcle engendrie par la classe de 
pt2.f. done lE’l= 3 et par suite IEI = 3”“‘. 0 
4.5. Remarque. I/ensemble I4 = { 1,2,3,4) n‘admet aucun 3-wcouurement uni- 
f.wque, alors que I3 = { 1,2, 3) en admet un (constitue de la seule 3-partie Zs) Ceci 
explique le caractkre exceptionnel de l’ordre 243 = 3”: comme il fallait s’y 
attendre, c’est la seule puissance de 3 qui ne peut apparai’tre comme ordre d’une 
M,-boucle c-irreductible issue d’une application de notre pro&d& 
ML Application. Soit E un lentier 6gal h 1 ou 0. Considkrons un FJ-espace 
vectoriel W de bake e,, e2, eIr, . , . e,. A chaque couple X, Y d’Sments de W 
awocions le produit X . Y = 11: 1 T (4 + yi )ei + ae6 avec 
a =rx6+yh* (x,- Y ,b2Y3 - x3y2 + Es *ty, - EXSYJ, 
1t.s x, et ks Yi etant les composantes de X et Y dans la base considh5e. Pour 
F L 0 nl:lus obtenons une M,-boucle Es qui n”est autre que le produit direct de L3 
par un 3-grsupe abklien Gmentaire d’ordre 9. Par construction I,& est done 
c-rkluctible. Par contre, pour E = 1, nous o&tenons une I&boucle irreductible, 
soit IIs. En fait O5 peut &re reconstruit comme quotient de L((5,2) B l’aide du 
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pro&d6 employ6 pour 6tablir Ie Th$or&me 4.2, en choisissant I&2,3>, (3,4( 5}) 
comme 3mrecouvrement de {1,2,3,4,5}. 
5.1. Soit une M-boucle E, La su te centrule montafite de E est la suite (&(B))r,N 
form6e des sous-boucles &(E) d&inies inductivement par 2&(E) = (1) et 
Z{+@) = {z 1 t CE , Vx, y E l3, (x, y, z) e Z&E)}. En particulier &(E) n’est autre 
que le centre Z(E) prk6demment d6fini. La suite centrule descendante de E est 
la suite des E, = a’(E) d&inies inductivement par q’(E) = E et par le fait que 
%*+I@) est le sous-boucle angendrbe par les (cu, x, y) pour (Y E V’(E) et x, y e E. 
En particulier V’(E) = 8(E). Si n est un entier 5~3, d&ignons par I_, (resp. L,,) Ca 
A&boucle libw (resp. la M340ucle libre) en n g&%uteurs. Nous savons 
[9,5] que l’on a: 
Th&&me 5.2. Si E =iL, ou L,, uvec n B 3, alors e(E) = 9(E) et 
W’-2(E) 2 { 1) = W’-‘(E), G-~(E) 5 E = Z,-,(E), 
W’-‘(E) t= Z&E) pour 2s i s n - 1. 
L’6galitk @(E) = 9(E) provient de 14) et de @(E/9(E))=(l). J.xs autres 
propriMs r&ultent d’une r&riture du th&or$me de Bruck-Slaby [9] compte 
tenu des pr&cisions apport6es en [5] par exemple. En somme, les dew suites 
centrales associees BIL, (resp. L) ont m&me longeur n - 1, et si l’on range les 
termes intermediaires par ordre croissant pour l’inclusion, soit: 
et 
Z1CZ2C l **Zi_**** CZn_3CZn_2, 
nous avons entre termes de m8me rang une relation d’inclusion en tout point 
analogue & celle que nous aurions dans un groupe nilpotent. Nous allons dans la 
suite donner d’autres pr6cisions sur la situation respective des sow-boucles 
considMes. 
5.3.1. Bien entendu iL,/~(L,,) est le groupe abelian libre de rang n. Done, lorsque 
x E IL, \ B(L,,), alors x3 est un Wment d’ordre infini du centre Z@,), de sorte que 
x3 ne saurait appartenir B B(lL,) = @(IL,), exclusivement form6 dWments d’ordre 
3 ou I. Ainsi IL, est c-tiductible. Par contre L,, est c-irr&iuctible: nous allons 
montrer que Z(L) C a(&). Plus pr&i&ment: 
5.3.2. Pmp&ion. Dans L, met n - 3, l’avant demier terrne awe que L, de la 
suite centrale montante coiircide avec La sous-boucle dkivde, i.e. Zn_2(L,,) = 9(&, I. 
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Fxwwe. S’il existe un Clhment L dans Z,,_* (L) \ @(I+& alors il existe un syst&me 
generateur S de I,,, form6 de n elements et contenant z. Soit B une ‘base libre’ 
de L,,,, i.e. un ensemble de n elements tels que L,, puisse &re consid&& comme la 
MJ-bsucle libre sur B. 11 existe un endomorphisme (surjectif) f de I,, pour lequel 
f(B) = S. Comme I.,, est fini (cf. [S] par exemple), f est en fait un isomorphisme de 
sorte que S est aussi une base libre. Mais alors toute permutation de S &tend en 
un isomorphisme de .L,,9 de sorte que la presence d’un element de S qui appartient 
a z,-2(LQ) t en mine que S c &,-#.,,), et done que L,, = Z,,_&), contradictoire 
avec le thkoreme precedent. Par consequent Z,,_* (L) est necessakement contenu 
dans @(L,,)= B(L,,). U 
5.3.3. Corokire. Duns IL,, auec n 3 3, Z’ensemble A = @(IL,) des x3 pour x 4, est 
un groupe abkliert libre de rang n, et Zn_2 (IL,) est produit direct & A et de la 
M,-boucle 9@,): 
Z,-,@,) = A l WL,), An9@,)={1). 
Le ’ ymier cent& Z@,) est produit direct de A et du 3-groupe ab6Zien bhnentaire 
zca.,m9(L,h 
Prwwe. Nous savons que A est contenu dans Z@,). Si I3 = {eI, e2,. . . , e,,) est 
une base libre de IL,, tout &!ment x de IL, s’ckrit sow forme 
x = ((et1 l e;2). &3) - = l e>) . Q’ 
oti les x, sont des entiers, avec (Y E S(lL,). Comme a3= 1, on voit que x3 
appartient au sous-groupe de Z(L,,) engendrk par les e;. Considhons le diag- 
ramme commutatif suivant: 
Da1 iS Z(iL,), le systkme B” = {e: 1 i = 1,2, . . . n) est libre puisque (p(B3) est libw. 
nor~c A = (13)’ est bien aklien de rang n. Si z E ZnJLn), alors 
done z E A - 9 (L,, ). Comme nous savons d+ que Zn__,( IL,,) contient Ce’@,) = 
NlJ e? A (contenu dans Z,(L,,)), nous en driduisons que Z,,-&) = A 9 9@,). 
Puisque 9(UJ ne contient que des 616menrs d’ordre 3 ou 1, nkessairemenr 
A n 9 (II-n I= { l}, de sorte que le produit A . 9(lL,) est direct. Comme 
A c Z(e,) c Z&L,,) = A 9 iB@,), 
il est clair que Z(lL,) est produit direct de A par- Z(L,) fXB(lL,,). 0 
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5.d Le resultat de Witt concernant les objets libres de type fini dans l’espke de 
structure des groupes nilpotents de classe Sk (voir: E. Witt, Treus Darstellung 
Liescher Ringe, J. Reine Angew. Math. 117 (1937) 152-160) sugg&re la conjec- 
ture suivante. Soit n a 3. Dans E = k, la suite centrale montante de E serait 
formee des m&mes termes que I-a suite cent&e descendante (?) pris dans l’ordre 
inverse; autrement dit nous aurions Z&J = %!“-‘(I,,), Z&) = cS”-3(&), et plus 
g&kalement Z,-,(I,,) = V’-i(L,,) pour chaque i = 2,3,. c . , (n - 1). Xl en 
resulterait (?) que l’on aurait dans L, une situation analogue, les termes de la suite 
centrale montante se deduisant de ceux de la suite centrale descendante, d’une 
part en renversant l’ordre, d’autre part en faisant le produit (direct) par A = 
@(I_,,,), e.g. Z,(U_,) = A . W-*(IL,) et plus gkneralement Z,_,@,) = A l %“-‘(lL,) 
pour i=2,3,..., (n - 1). . Nous savons seulement que Z,_,@_,) contient le 
produit direct A l W’-*&,), et que l’on a dgalite pour i = n - 1, correspondant aux 
plus grands termes non triviaux de chaque suite. De ce fait la conjecture est 
&idemment v&ifiee pour n = 3. Nous allons l’etablir pour n = 4. La description 
explicite de L5, don&e en [SJ, devrait permettre une etude analogue pour n = 5; 
nous ne la ferons pas ici. 
5.5. 
et si 
~~OSMOU. Nous avons : 
&(LJ = 02(L4) et Z2(L4) = W(L,) (=S(L,) = @(L,)) 
A = 8(UJ, alors 
ies deux produits ci-dessus &ant directs. 
Preuve. Relativement au deuxihme centre Z2, les egalids dkoulent de ce yui 
prCc&de. Nous reprendrons ici implicitement les notations mises en place en [S] 
2.5 pour la description de %‘(L,) et de %‘(L4). Soit done S ={gl, g,, g,, g4} une 
base libre de L,_; dhignons par gijk (resp. gijk,lJ l’associateur (gi, gj, gk) (resp. 
l’associateur ((gi, gj, gk), (gl, g,), et posons: 
Z&,) = A l z:‘@+) et Z,(lL,) = A 9 %1(lL4), 
a: := g23.), a2 = gp34, Q13 = g124, a4 = g123, 
61 = g231.14r P2 = g132.24, 
03 = g123.34, 04 = 9124.43* 
Nous admettwus: 
- que % *( L4) est un 3-groupe abklien klkmentaire d’ordre 38 dent un syst5me 
ghkrateur tlibre) est constituk par lzs ai et les pi (voir Es]); 
- que tout Mment d du deuxibme centre Z,(L,) (ici 6ga! h % ‘( L4)) a un 
comportement ‘distributif’ pour I’associateur, en cc sans que (du, v, w) = (d, v, w) 
identiquement (cf. [9]) ; 
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- que I’on a Ecs identites suivantes (cf. [53) 
I 
(cui, gi, gj) = S:-“‘*’ = (ai, gj, &)-I si 
(CKk,gi,&)=l si kfi et kfj. 
if i, 
Soit z un element de Z,(L,) c Z&J = %‘(I& Comme s est un produit des cyi 
et des pi, on peut le mettre sous la forme: 
avec y E U*( L.J c &(LJ, les Ui etant dans IF3 = B/32. Chaque ai etant ‘distributif’ 
(voir plus haut) nous avons pour tout couple i, j avec i # j, 
( 
1=4 
(Z, &it gj) = n G, & gj 
I= i ) 
1=4 
= n ( WY & gj)“’ t L 
= ((llj, p., gj)?(Qli, gi, & = p;-l)l’ibqy’+‘+‘*j 
En ecrivant que chaque (z, gi, a) s’annule f lxrisque z E Z,(L,)) on en deduit que 
a, =: 0 pour tout i, les pi formant un systeme libre dans le IF3-espace vectoriel 
(&*(L4). D’ou z = YE %*(Lj). Nous avons montre que Z,(L,) = %‘(L4). On en 
deduit que, dans L4, tout element de Z,@,) est congru modulo A B un element de 
%*(114), ce qui complete la preuve. 0 
6. Binaension cd’une Bf+oude et inhductibilit6 centrale 
6.1. Si E est une M,-boucle finie, alors B = E/E’ est un 3-groupe abelien 
elementaire, de sorte que @(I?) = (1). et par suite G(E) = E’ (voir [3,4]). Disons 
que la dimension de E est la dimearGon de F,-espace vectoriel E. Comme tout 
systkme ghkrateur de E = E/@(E) si: relieve en un syst&me ghhateur de E, 
n = dim(E) est aussi le plus petit entier pour lequel E admet un systeme 
generateur de n Uments. Si IEI = v = 3”, on a done: 
Montrons que t, peut prendre toutes les valeurs permises par cet encadrement, ce 
qui donnera entre autres une nouvelle famille de A&-boucles c-irr6ductibles: 
Aks qui sont de dimension n et d’ordre >3; L,_& 
6.2 ‘I’h&w&me. Soit n 3 3. Si v est une puissance de 3 telle que 3” G c e IL,, I, alors 
il existe au moins une M3-boucle de dimension n et d’ordfe 2). Lorsque 3(L(,J < v, 
une telle MB-boucle sera ntkessairement c-inxkhctible. 
Reuve. 11 sufit de montrer que @(L,,) = %“(L,,) contient une sous-boucle N 
normals clans E et d’ordre w = j&$v. Supposons w > 1 et soit i l’entier caract&ris& 
par 1%‘(&,>1~ u >IW+‘(&,)I. Si cw EW(&,), alors tout associateur de forme 
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(a, x, y) appartienent B K = W*(L,,), de sorte que C = Vi&,)/K est un sous- 
groupe (d’exposant 3) Cu centre de LJK. Si 15 est un sous-groupe de C d’ordre 
w/lKI, aIors R est une sous-boucle normale de LJK, de sorte que son image 
reciproque par l’application canonique de L, sur L,JK donne une sous-boucle 
normal d’ordre w, q.e.d. Le cas 3[&,__,,1 C=U G(&J condtiit h une Mj-hucle qui 
ne saurait etre c-reductible; de fait une Ma-boucle c-reductible de dimension 12 
est produit direct d’un 3-groupe ab&lien Clementaire d’ordre 3’ 1 < t < ra, et d’une 
M&oucle de dimension n - r, ce qui permet de majorer l’ordre d’une telle boucle 
Pm m~Pt-r,~ s %l-d 
6.3. Comlhim. Soit s un entier uvec 5 < s g 12 (resp. 13 < s ~49). II e&e cw 
mains une Ma-boucle de dimension 4 (resp. 5) et d ‘ordra 3” ; en outre, une telle 
M&x&e sera nkessairement c-irrt?ductible. 
Preuve. Ceci r&ulte du theoreme prt%dent, compte tenu de IL31 = 34, IL41 = 312 
et IL51 = 349 (voir [SJ). 0 
6.4. Notes. Dans L4, avec les notations introduites en 5.5, d&gnons 
-par N, la sous-boucle ngendree par &, 
- par N2, celle qu’engendre {&, &}, 
-par N3, =lle qu’engendre {&, P2, 831, 
-Par N4, de w’engen~e UL P2, 03, P4} (i.e. %*(L4h 
-Par N,, de qu’ewen~e WI, B2, P3, P4, aJ, 
- Pm N+ de qu’engen~e IPI, B2, Ps, P4, a 1, a21 
-par N7, celle qu’engendre {PI, B2, P3, P4, ai, w, (~~1, 
alors chaque Ni est une sous-boucle normale de L4 (voir preuve de 6.2) et Lb/h/i 
fournit un exemple de MS-boucle de dimension 4 et d’ordre 312-‘. On sait que 
L4/N7 est en fait l’unique MB-boucle non associative d’ordre 3’. On &abEit en 
outre que O4 = L4/N6 et J4 = L,/N, sont respectivement les seules A&boucles de 
dimension 4 et d’ordre 36 et 37. En outre, nous montrerons dan:s un travail 
ulterieur qu’il existe seulement rois MB-boucles non Pssociatives d’ordre 3(j, B 
savoir II4 (irreductible t de dimension 41, II5 et IE5 @owes deux de dimension 5, 
l’une irreductible, l’autre rCductible). 
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